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PROBLEME DES TERMUMFORMENS

Im folgenden beschreibe ich vier Phasen, in die meines Erachtens ein sinnvoller Un-
terricht iin Termumformen zerfallen sollte. Diese Phasen laufen in Unterricht nicht
streng hintercinander ab, sie iiberschneiden sich sogar zeitlich sehr stark, trotzdem
seien dicse Phasen im folgenden der Deutlichkeit halber nacheinander besprochen.

Phase 1: Naives Termumformen ohne Regeln
(1. und 2. Klasse)

Nach den Vorgaben des Lehrplans soll der Schwerpunkt in der 1. und 2. Klasse beim
Aufstellen und Interpretieren von Formeln liegen. Das Umformen von Termen oder
Gleichungen soll dabel nur eine ganz untergeordnete Rolle spiclen und nur aufgegriffen
werden, wenn es sich im Rahmen einer Formelaufstellaufgabe bzw. Formelinterpreta-

tionsaufgabe zwanglos anbietet.

Betrachten wir cin Beispiel. Der Fahrpreis bei der Fahrt mit einem Intercityzug setzt
sich zusammen aus dem Kartenpreis und dem Zuschlag. Die Schiiler kénnen dazu

folgende Formel aufstellen:

F=K+2

T

Mit dieser Formel lassen sich allerlei Aktivitaten durchfiihren. U.a. kann man die
Schiiler auffordern, eine Formel fiir den Gesamtpreds G aufzustellen, wenn drei Per-
sonen fahren. Dabei gibt es zwei Moglichkeiten:

F , F , F | K K K ,Z,2,7,

[ —

*~

G=3-F=3-(K+Z2) G=3-K+3-2

Da in beiden Fillen der gleiche Gesamtpreis herauskommen muB, ergibt sich:

G=3(K+2)=3-K+3-2
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Und wenn n Personen fahren, ergibt sich:
G=n-(K+Z)=n-K+n-2

Damit ist im Prinzip das Distributivgesetz der Multiplikation gegeniiber der Addi-
tion formuliert, jedoch noch nicht als allgemeine Regel, sondern als eine Formel mit
konteztabhingigen Variablen, d.h. mit Variablen, die nur im Rahmen dicses Beispiels
cine Bedeutung haben. Die Formel ist eine bloBe ad-hoc-Formel, die man wieder
vergessen kann. Sie hat noch nicht den Charakter eincr allgemeinen Regel.

Derartige Uberlegungen kénnen bei verschiedenen Gelegenheiten immer wieder auf-
tauchen. Z.B.:

Jemand kauft in einem Geschift z kg Zucker und in einem anderen Geschift
y kg Zucker, wobei ein kg Zucker 15 S kostet. Stelle eine Formel fiir den
Gesamtpreis G auf!

Eine Streckendarstellung ist hicr leider nicht méglich. Man kann aber leicht inhaltlich
begriinden, da der Gesamtpreis auf zwei Arten dargestellt werden kann:

G=15-(z+y)=15-24+15-y
Bei cinem Kilopreis von p S ergibt sich:
G=p(z+y)=p-z+p-y

Wicderum wird dasselbe Distributivgesetz wie vorhin mit kontextabhingigen Varia-
blen hingeschrieben, wobei diesmal andere Buchstaben verwendet werden.

Auch wenn es einem bei derartigen Beispielen noch so unter den Négeln brennt, daraus
cine allgemeine Regel zu extrahieren, sollte man dies in dieser Phase noch nicht tun
(es sei denn, die Schiiler tun es von sich aus). Es geht in dieser Phase nicht um die
Formulierung von formalen Regeln, sondern zunichst noch um die Entwicklung des
semantischen (anschaulich-intuitiven) Hintergrundes dieser Regeln anhand vieler Bei-
spicle. Es ist ciner der gro8ten Fehler des derzeitigen Algebraunterrichts, dafl Beispicle
der angefithrten Art meist nur einc Alibifunktion haben und lediglich dazu dicnen,
méglichst schnell zu formalen Regeln zu kommen. Dics hat zur Folge, da sich bei
vielen Schiilern der semantische Hintergrund der Regeln crst gar nicht entwickelt und
dadurch das Termunformen zu einem sinnentleerten ,Buchstabenjonglieren® wird.

Phase 2: Erarbeiten und Formulieren von Termumformungsregeln
(2. bis 4. Klasse)

Nach dem intuitiven Vorspiel in der Phase 1 sollen nun Regeln formuliert werden. Um
zu einer allgemeinen Regel zu kommen, ist es zweckmaBig, den Schillern nochmals cine
Sequenz analoger Aufgaben vorzustellen, z.B.:

1) Berechne geschickt: 100 —27 — 13. Beschreibe den Rechengang mit Variablen!
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Lésung: 100 =27 — 13 = 100 - (27T + 13) = ...
z-y—-z=z-(y+32)

2) Jemand hat a S. Er gibt zuerst b S und dann ¢ § aus. Beschreibe auf zwei
Arten, wie man das verbleibende Restgeld bercchnen kann!

Lésung: a —b—c=a—(b+¢)
3) Begriinde mit Strecken: u —v - w = u - (v+w)

Lésung: | u
u-v-w ' W v
u-(v+w) . vtw

P R S

Aus der Frage, welche Beziehung diesen Aufgaben gemeinsam ist, ergibt sich eine
allgemeine Regel, die wir mit konteztfreien Variablen notieren:

A-B-C=A—-(B+C)

Die Verwendung ciner cigenen Sorte von Buchstaben, niamlich Grofibuchstaben, zur
Formulicrung von Regeln, ist meines Erachtens empfehlenswert, weil dadurch die Kon-
toxtfreiheit und damit die Allgemeingiiltigkeit der Regeln betont wird und weil weiters
dadurch die Vorstellung erleichtert wird, da man die Grobuchstaben A,B,C,... e-
ner Regel nicht nur durch andere Einzelbuchstaben, sondern auch durch komplexere
Terme ersetzen darf.

Auf ihnliche Weise kénnen auch alle weiteren Termumformungsregeln, die man in der
Schule benétigt, erarbeitet werden (siche dazu PERNITSCH 1995).

Welche Termumformungsregeln in der Schule wirklich gebraucht werden, ist allerdings
cine schwierige (im Grunde ungeloste) didaktische Frage. Unbestritten ist, daB man in
der Schule nicht bis auf die Ebene der Koérperaxiome zuriickgehen kann und dadurch
viele Termumformungen nicht exakt begriinden kann. In vielen Fillen muf} man sich
anstelle von Regeln mit vagen sprachlich formulierten AuBlerungen begniigen, z.B.:
_Eine Klammer wird mit einer Zahl multipliziert, indem man ...“ (Zur Diskus-
sion dieser sog. Metaschemata siehe MALLE 1993.) Eine genaue Inspektion der in
der Schule vorkommenden Beispiele hat ergeben, dafl die 10 Regeln auf der nachsten
Seite zweckmiBig sind. Davon sind die Regeln (1), (2), (3) unverzichtbar, die Regeln
(4), (5), (6), (7) angenehm, aber nicht unbedingt notwendig, und die Regeln (8) und
(9) am unwichtigsten. (Selbstverstindlich soll jeder Schiiler diese Kommutativ- und
Assoziativgesetze kennenlernen, weil sie wichtige Schritte des arithmetischen Rech-
nens rechtfertigen, beim Buchstabenrechnen spielen diese Regeln jedoch kaum eine
Rolle, weil ihre bewuBte Anwendung tiberspielt werden kann.)
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(1) Klammerauflosungsregeln:
A+(B+C)=A+B+C A+(B-C)=A+B-C
A-(B+C)=A-DB~-C A-(B-C)=4A-B+C

(2) Distributivgesetze:
A-(B+C)=A-B+A-C A-(B-C)=A-B-A-C

(3) Bruchrechenrcgeln:

_/_\___/'\'C /\+Q__A+U A___I_}___A—B
B — B-C C Cc T C C C— C
A.C = AC A.C _ AC

3 - B B D™ B
A.C_J A D_AD

B°D~T < T B CT BC

(4) Verallgemeinerte Vorzeichenregeln:

(-A) - B=A-(-B)=—-(A-D) (-4)-(-B)=A-B
(5) Regel der doppelten Inversion:

~(~-4)=A4

(6) Inversion von ,Summen®:
~(A+DB)=-A-18 —(-A+DB)=A-D
~(A-DB)=-A+1B —(-A-DB)=A+DB

(7) Definitionen mehrgliedriger Summen bzw. Produkte:

A+B+C=(A+B)+C A-B-C=(A-B)-C

(8) Kommutativgesetze:
A+DB =D+ A A-B=DB-A

(9) Assoziativgesetze:

(A+B)+C=A+(B+C) (A-B)-C=A-(B-C)

Phase 3: Bewullites Anwenden von Termumformungsregeln
(3. und 4. Klasse)

Priizise Formulicrungen von Termumformungsregeln allein gentigen nicht. Man muf
auch lernen, sie prizise anzuwenden. Worin die prizise Anwendung einer Termum-
formungsregel besteht, wollen wir uns an cinem Beispiel iiberlegen, ndmlich an der
Umformung;:

x2~y-(£§y~+3-x~z)=z2-y-$—ég+x2-y-3~x-z

Der Vorgang besteht aus drei Schritten, die nicht immer streng hintereinander ablau-
fen, jedoch hier hintereinander besprochen werden sollen. Im ersten Schritt miissen
wir in dem gegebenen Term cine Termstruktur erkennen, die man durch Kistchen
visualisicren kann:
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N )

Im zweiten Schritt miissen wir in unserem Langzeitgedichtnis eine auf diese Struktur
passende Regel finden, die man mit Buchstaben hinschreiben kann:

zz-z/-(%g+) A-(B+C)=A-B+A-C

Im dritten Schritt miissen wir die Verbindung zwischen Termstruktur und Regel an-
geben, was z.B. dadurch geschehen kann, dafl wir die Kistchen mit den Buchstaben
der Regel beschriften:

A B C

oyl |5 [+ Bz ] A-(B+C)=A-B+A-C

Jetzt kann die Umformung vorgenommen werden. Der gesamte Prozef funktioniert
nur, wenn jeder TeilprozeB funktioniert, weshalb jedem der drei Schritte im Unterricht
besonderes Augenmerk zugewandt werden muB.

Selbstverstindlich handelt es sich bei solchen bewufiten Regelanwendungen nur um
gelegentliche Ubungen im Unterricht. Letzten Endes ist das Ziel ja ein automatisier-
tes Termumformen, das ohne bewuBte Regelanwendung ablauft. Der derzeitige Al-
gebraunterricht macht jedoch den Fehler, dal vom Schiiler ein automatisiertes Term-
umformen schlagartig — quasi iiber Nacht — verlangt wird, statt dieses langsam zu
cntwickeln.

Demgegeniiber haben wir in den letzten Jahren, zusammen mit H. BURGER und
B. PERNITSCH, cine Methode des schrittweisen Automatisierens entwickelt (der der-
zeit aktuclle Stand dieser Entwicklung ist in PERNITSCH 1995 zu finden). Diese Me-
thode besteht in ciner griindlich durchdachten Abfolge von Lernschritten, dic durch
folgende Punkte charakterisiert sind:

_ Die Lernschritte sind hierarchisch geordnet, d.h. jeder Lernschritt setzt (im
grofien und ganzen) die vorangegangenen Lernschritte voraus.

-~ In jedem Lernschritt wird eine neue Regelanwendung gelernt, die zundchst
schr genau behandelt wird (Hinschreiben einer Buchstabenregel, Zeichnen von
Kistchen und deren Beschriftung). Es wird angenommen, daB sich diese neue
Regelanwendung im Verlauf des Lernschrittes automatisiert. In nachfolgen-
den Lernschritten wird diese Regelanwendung dann nur mehr salopp behan-
delt (etwa durch eine sprachliche Beschreibung wie ,Zusammenfassen® oder
JKlammern miteinander multiplizieren®), es sei denn, cin Schiiler hat damit
Schwicrigkeiten. In einem solchen Fall kann im Unterricht zu einem fritheren
Lernschritt zuriickgekehrt werden und die Schwierigkeit durch grofiere Priazi-
sion in der Regelanwendung beseitigt werden.

~ In jedem Lernschritt wird zunichst danach getrachtet, nicht zu vicle Ein-
seltitigkeiten gleichzeitig im Kopf durchzufihren. In der Praxis wird dies
hiufig gemacht, z.B. werden bei der Umformung

5z% - 3x(z - y) = 2z% + 3zy
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vier Einzeltatigkeiten gleichzeitig ausgefithrt: Klammer mit 3z ausmultiplizie-
ren, Klammer auflosen, « - ¢ gleich 2 sctzen und 5z% — 322 zu 222 susam-
menfassen. Das Ausfiiliren zu vieler Einzeltitigkeiten in einem Schritt ist eine
hiufige Fehlerquelle fiir Schiiler. Daher werden bej der beschriebenen Me-
thode die cinzelnen Schritte zunichst hintereinander ausgefithrt und erst bej
fortschreitender Automatisierung in immer groSerem AusmaB gleichzceitig,

Auf dicse Weise wird cin langsames, schrittweises Automatisieren des Termumformens
crreicht, das sich tiber die gesamte 3. und 4. Klasse erstrecken kann.

Es ist aus Platzgriinden hier nicht moglich, die einzelnen Lernschritte i Detail zu
beschreiben. Ich beschrinke mich daher auf cine Kurzbeschreibung der ersten drei

Lernschritte (fiir Details siche PERNITSCH 1995).
L. Lernschritt: Zusammenfassen gleschartiger Ausdricke; Herausheben

Schritte wic etwa 4-a+6-a = 10 - a kénnen als sclbstverstindlich angeschen werden
oder genauer so begriindet werden:

4 c C
4]-[a]+[6] [a] = A-C+B-C=(A+D)-C
=10-a

2. Lernschritt: Vertauschen und Zusammenfassen in Summen und. Produkten

A 3 C D
3-z|+[2y]+[=]+[5-y]= A+B+C+D=A+C+B+D
=3 24+2+2-y+5-y= Zusammenfassen
=447y

Man beachte, da8 nur der neue Schritt, nimlich das Vertauschen der Summanden,
genauer durch eine Buchstabenregel begriindet wird. Das Zusammenfassen wurde
bereits i crsten Lernschritt automatisiert und wird daher nicht mehr ausfithrlich
begriindet. Analoge Aufgaben werden zum Vertauschen und Zusammenfassen in Pro-
dukten gestellt.

J. Lernschritt: Auflésen von Klaummern

A 5 C
B-ul= (6 u]+[2 )~ (=5 u-v) = A-(B+C)=A4-B-C
A I C
:[3-21,~6~u——2«ﬂ—-(~—,5-ul—):: A-(=B-C)=A+B+C
=3 u—-6-u—-2-v+5-uty= Vertauschen
=3 u—-6-u+d u—-2-v4uv= Zusammenfassen

=2y~
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In dicsem Stil geht es weiter. Die nichsten Lernschritte sind:

 Lernschritt: Ausmultiplizieren von Klammern (Zahl mal Klammer)

-

5. Lernschritt: Kombination von Klammerauflasen und Klammerausmultiplizieren
6. Lernschritt: Multiplizieren von Klammern (Klammer mal Klammer)

 Lernschritt: Kombination von Multiplizieren von Klammern und Klammerauflésen

7

8. Lernschritt: Faktorisieren

9. Lernschritt: Erweitern und Kirzen von DBriichen
1

0. Lernschritt: Addition von Brichen

11. Lernschritt: Subtraktion von Drichen

12. Lernschritt: Multiplikation von Driichen

19, Lernschritt: Division von Brichen

14. Lernschritt: Doppelbriche

15. Lernschritt: Kombination vergangener Schritte

Dicse kurze Zusammenstellung tauscht jedoch dariiber hinweg, daf jeder Lernschritt
cine Fille von unterschicdlichen Aufgabenstellungen enthilt, die zahlreiche ,Teufel
im Detail® enthalten, welche im Unterricht gesondert behandelt werden miissen und
oft unterschitzt werden.

Phase 4: Automatisiertes Termumformen (3. und 4. Klasse)

In dicser Phase sollen Termumformungen ohne bewufite Regelanwendungen durch-
gefithrt werden. Auf das Hinschreiben von Buchstabenregeln oder das Zeichnen von
Kistehen soll hochstens fallweise zuriickgegriffen werden, vor allem dann, wenn Fehler
passicren oder in der Aufgabenstellung bewuBt cine prizise Begriindung von Rechen-
schritten verlangt wird. Diese Phase entspricht im grofien und ganzen dem traditio-
nellen Uben und soll den Schiilern eine relative Sicherheit bzw. Fertigkeit im Ter-
mumformen verleihen, wobei die Komplexitat der Terme geringfligig gesteigert wer-
den kann (jedoch unter Vermeidung von sinnlosen Termschlangen). Man mufB sich
in dieser Phase keineswegs auf das Umformen ,nackter Terme® beschriinken, es gibt
dazu durchaus auch sinnvolle Einkleidungen (mannigfache Beispiele findet man in
PERNITSCH 1995).

Eine Bemerkung zu den Buchstabenregeln

Nach meinen bisherigen Erfahrungen wird der Vorschlag, mit Kistchen zu arbeiten,
von Lehrern im allgemeinen positiv aufgenommen, der Vorschlag der zusitzlichen
Verwendung von Buchstabenregeln stoBt jedoch vielfach auf Widerstand (auch wenn
es sich nur um cine gelegentliche Verwendung von Buchstabenregeln handelt). Dies
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wird als iibertricben und hochschulartig empfunden. Man meint, da man richtiges
Umformen auch ohne Buchstabenregeln anhand von Beispielen erlernen kénne, weil
sich dadurch mehr oder weniger unbewuBte Handlungsschemata herausbilden, die zum
richtigen Umformen geniigen. Ich besteite nicht, dafl man durch geeignete Beispiele
Erfolge in dieser Richtung haben kann, doch ist durch empirische Untersuchungen
nachgewicsen worden, da8 trotz aller Vorsicht die Schiller anhand von Beispiclen
immer wicder inadiquate Handlungsschemata entwickeln, die zu Fehler fiihren (siehie
dazu MALLE 1993, S. 166-187, 216-217). Schiiler, die keine Buchstabenregeln kennen
oder mit diesen nicht umgehen konnen, haben letztlich keine Kontrollinstanz, an der
sic dic Adaquatheit ihirer Handlungsschemata messen konnen.

Dartiber hinaus geht es um ctwas anderes. Es ist ein Lernziel, Schiiler zum rich-
tigen Umformen zu befihigen. Ein dariiber hinausgehendes Lernziel besteht jedoch
darin, sie zu ciner Begriindung ihrer Umformungsschritte (durch Berufung auf Regeln)
zu befahigen. Das erste Ziel wird wohl nicmand crnsthaft bestreiten. Beim zwei-
ten gehen die Meinungen moglicherweise auscinander. Fir mich ist jedenfalls auch
das zweite Ziel unverzichtbar, zumindest fiir cine allgemeinbildende hohere Schule
(es entspricht auch dem in den AHS-Lehrplinen genannten allgemeinen Lernzicl
des Begriindenkonnens). Aber wie sollen solche Begriindungen funktionicren, wenn
Schiiler nie gelernt haben, bewufit mit Buchstabenregeln umzugehen?
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